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Si A est un groupe non abelien sur lequel opere un groupe G, il est classique de definir un 
ensemble de cohomologie H’(G, A). Nous montrons que si A est muni d’une structure de 
G-module croise, on peut modifier la notion de 1-cocycle pour obtenir un groupe de 
cohomologie H’(G, A). Dans le mEme cadre, le produit tensoriel de groupes non abeliens 
permet de dtfinir des groupes d’homologie H,(G, A) et H,(G, A). Tous ces groupes s’identifi- 
ent aux groupes classiques de (co)-homologie lorsque A est abelien. Une suite exacte courte sur 
les coefficients fournit une suite exacte a six termes en cohomologie et en homologie. Cette 
derniere donne des renseignements sur la K-theorie algtbrique des anneaux locaux non 
commutatifs. 
Introduction 
11 est bien connu que si A est un groupe abilien sur lequel opere un groupe G, 
la structure de Z[G]-module ‘induite sur A permet, a partir des foncteurs 
Hom,l,,(-, A) et -@zlcl A, de definir les groupes de cohomologie et 
d’homologie de G a coefficients dans A. 
Quand on veut etendre ces notions lorsque A est un groupe non abelien sur 
lequel G opere, on se heurte a deux types de difficult&. 
(1) La notion usuelle de 1-cocycle se traduit par la notion d’homomorphisme 
croise de G dans A et la relation de cohomologie entre les l-cocycles permet, par 
passage au quotient, de definir un ensemble pointe’ de cohomologie [18, 191. Cet 
ensemble satisfait les proprietes usuelles des foncteurs cohomologiques, en par- 
ticulier l’existence de suites exactes, mais il n’est pas muni d’une structure de 
groupe, ce qui limite les informations donnees par les suites exactes. 
(2) Les differentes theories d’homologie non abiliennes existantes, par exem- 
ple celles de Frohlich (cf. par exemple [7-9]), pour etre appliquees dans le cas des 
groupes, necessitent que le groupe des coefficients A soit abelien. Ceci provient 
essentiellement du fait que la notion de produit tensoriel de groupes non abeliens 
n’avait pas it6 degagee. 
Dans ce travail, nous montrons que ces difficult& disparaissent si l’on suppose 
que le groupe A sur lequel G opere est muni d’une structure de G-module croise; 
c’est a dire si on a la don&e d’un homomorphisme de groupes 6 : A + G verifiant 
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Va E A, Vg E G, s(“a) = @(a)g-’ , 
Va, u’ E A, *@)a = aa’a-’ . 
11 est alors possible de modifier la notion de l-cocycle pour obtenir un groupe 
de cohomologie H’(G, A). Une structure de Z[G]-module sur A Ctant Cquivalen- 
te a une structure de G-module croise trivial (cf. Chapitre 0), ce groupe H’(G, A) 
s’identifie au groupe de cohomologie classique lorsque A est abelien. 
De plus dans le cadre des modules croises, la definition de produit tensoriel de 
groupes non abiliens donnte par Brown et Loday [3,4], permet de difinir des 
groupes d’homologie H,,(G, A), H, (G, A). Comme preddemment, ces groupes 
s’identifient aux groupes classiques d’homologie lorsque A est abelien, mais de 
plus on obtient m2me dans ce cas une nouvelle presentation du groupe H, (G, A). 
Les groupes H’(G, A), H,(G, A), H,(G, A) que nous definissons sont fonc- 
toriels et satisfont certaines propriites usuelles des foncteurs cohomologiques, en 
particulier s’inscrivent dans des suites exactes. 
Ces suites exactes nous permettent en particulier d’obtenir des resultats sur la 
K-theorie algebrique des anneaux locaux non commutatifs. 
DetailIons maintenant le contenu de chaque chapitre. 
0. Les modules pr&rois& et croisks 
Dans ce chapitre nous rappelons les definitions et proprietes dont nous aurons 
besoin dans la suite. En particulier, 
DCfinition. Un G-module precroise (A, 8) est la don&e d’un groupe A sur lequel 
opire le groupe G, et d’un homomorphisme de groupes 6 : A+ G tel que 
Va E A, Vg E G, 6(ga) = gS(a)g-’ . 
Si de plus on a 
Va,a’EA,‘@) ‘- a - aa’a -I, 
alors (A, 8) est un G-module croise. 
Nous remarquons que si 
est une suite exacte de G-modules croises, alors A est necessairement un 
Z[G]-module. 
1. Cohomologie des modules croisks 
Nous construisons un foncteur Der,(-, -) de la categoric des G-modules 
croises dans celle des G-modules precroises. Si (A, 8) est un G-module croise, 
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nous dtfinissons sur Der,(G, A) une relation d’equivalence compatible avec la 
structure de groupe, et nous notons H’(G, A) le groupe quotient. Si A est un 
Z[G]-module, ce groupe s’identifie au groupe classique de cohomologie. Si 
est une suite exacte de G-modules croids, il existe un homomorphisme de 
groupes d : HO(G, C) -+ H’(G, A) (oti H’(G, X) = X”) et A:H’(G, C) + 
H’(G, A) un homomorphisme croise pour l’action de H’(G, C) sur H2(G, A) 
induite par celle de G sur A, tels que la suite de groupes 
l-+ H’(G, A)+ H’(G, B)+ H”(G, C)-t H’(G, A) 
+ H’(G, B)+ H’(G, C)+ H2(G, A) 
soit exacte. 
2. Le produit tensoriel 
En elargissant la definition de produit tensoriel de groupes non abeliens donnie 
par Brown et Loday [3,4], nous definissons un foncteur produit tensoriel de la 
catigorie des G-modules precroises dans celle des G-modules croises. Nous 
montrons que ce foncteur est l’adjoint a gauche du foncteur Der,(-, -). 
3. Homologie des modules croisb 
Si (A, 6) est un G-module croise, a partir du produit tensoriel G @ A, nous 
dtfinissons deux groupes d’homologie H,(G, A) et H,(G, A). Si A est un 
Z[G]-module, nous montrons que ces groupes coincident avec les groupes 
classiques d’homologie. Ceci fournit de plus une nouvelle presentation du groupe 
usuel d’homologie H,(G, A). 
Une suite exacte de G-modules croises 
induit une suite exacte de groupes 
H,(G, A)+ ff,(G, B) - H,(G, C>+ ffo(G, 4 
+ H,(G, B)+ H,(G, C)-, 1. 
4. K-thiorie algkbrique des anneaux locaux non commutatifs 
Soit A un anneau local non commutatif tel que A lRad(A) # IF,. On sait [ 11,171 
qu’il existe un groupe U(A), defini par generateurs et relations, tel que la suite de 
groupes 
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l+ K,(A)+ U(A)+ [A*, A*]+ I 
soit exacte. C’est une suite exacte de A*-modules croists. La suite exacte 
d’homologie pricedente permet de comparer le groupe K,(A) et le groupe 
Sym(A), generalisation naturelle de la K-theorie de Milnor definie pour les corps 
commutatifs. 
Dans tout ce travail, G est un groupe fixe operant sur lui-meme par con- 
jugaison. 
L’action d’un groupe A sur un autre groupe B sera toujours supposee par 
automorphismes et a gauche. On la notera “b, a E A, b E B, telle que 
‘b = b, “(bb’) = “b”b’, ““‘b = “(“‘b) . 
Comme d’habitude, on notera [x, y] = ~y:yx-‘y-’ le commutateur de deux 
elements d’un groupe. 
Le signe 0 indique la fin ou l’absence d’une demonstration. 
0. Les modules prkcroisks et croishs 
Nous rappelons les definitions et les proprietes dont nous aurons besoin, et 
nous donnons quelques exemples. On trouvera des resultats plus complets dans 
[4,6, 12, 141. 
Ici comme dans toute la suite, on considerera un groupe G fix&, operant sur 
lui-mEme par conjugaison. 
DCfinition 0.1. Un G-module prkcroise’ (A, 6) est la donnie d’un groupe A sur 
lequel G opere et d’un homomorphisme de groupes 6 : A+ G qui est G- 
equivariant, c’est-a-dire verifiant 
Vg E G, Vu E A, 6( “a) = gS(a)g-’ (1) 
Si de plus, la relation suivante est verifiee, 
Vu E A, Vu’ E A, ‘@)a’ = aa’a-’ , (2) 
alors (A, S) est un G-module croise’. 
Dtfinition 0.2. Un homomorphisme de G-modules prkroist% (resp. croisb) 
f : (A, 8) + (B, p) est la donnee d’un homomorphisme de groupes f : A + B qui 
est G-equivariant et tel que 6 = p of. 
On notera MPC(G) (resp. MC(G)) la categoric des G-modules precroises 
(resp. croises). 
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Proposition 0.3. Si (A, S) est un G-module croise, l’image de 6 est un sous-groupe 
normal de G, et le noyau de 6 est un sous-groupe central de A. 
Dkmonstration. C’est une consequence Cvidente des conditions (1) et (2). 0 
Proposition 0.4. Soient (A, S) et (B, p) des G-modules croises. Si 
est un homomorphisme de G-modules croisb, 
croise’. 
alors (A, f) est un B-module 
DCmonstration. En effet, considerons l’action de B sur A definie par 
ba = w”(Ha, aEA,bEB. 
Alors 
f( “a) = f( r(b)a) = P(b)f(a) = bf(a)b-’ . 
mar = r”m)),r = “W,f = aa’a-’ 0 
DCfinition 0.5. Une suite (A, S) --;r (B, p) * (C, A) de MPC(G) est exacte si la 
suite de groupes A -+ B -+ C est exacte. 
Proposition 0.6. Si la suite (A, 8)f (B, u)$g(C, A) est exacte duns MC(G), 
l’homomorphisme 6 est trivial et le groupe A est abdien. 
Ddmonstration. En effet, on a 6 = p of = A 0 g 0 f et go f est trivial. On a alors 
A = Ker(6) et le groupe A est abelien d’apres la Proposition 0.3. 0 
Exemples 0.7. (1) Pour tout groupe G operant sur lui-mZme par conjugaison, 
(G, id,) est un G-module croise. 
(2) Notons 1: A-+ G l’homomorphisme trivial qui a tout element de A associe 
l’element neutre de G. Si A est un Z[G]-module, (A, 1) est un G-module croise 
et reciproquement. Dans la suite, tout Z[G]-module sera muni de cette structure 
de G-module croise. 
(3) Pour tout sous-groupe normal N de G, (G, i), oh i est l’inclusion de N dans 
G, est un module croisi. 
(4) Si A + X est une application continue d’espaces point&, le groupe ~~ (A) 
opere naturellement sur le groupe TT~(X, A) et en notant 
6 : n-&Y, A)+ T,(A) 
l’homomorphisme canonique, (T~(X, A), S) est un r,(A)-module croise. 
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1. Cohomologie des modules croisks 
Rappelons que si G et A sont deux groupes non abeliens, G operant sur A, les 
1-cocycles de G dans A sont les homomorphismes croisks (ou dkrivations) de G 
dans A, c’est-a-dire les applications f : G + A satisfaisant 
Deux 1-cocycles f et f’ sont Cquivalents si il existe a E A tel que 
Vg E G, f( d = a-‘f’< dga 
et le quotient de l’ensemble des 1-cocycles par cette relation d’equivalence est 
Z’ensembk de cohomologie H’(G, A) [Ml. 
Nous allons montrer que dans le cadre des modules croises, on peut preciser la 
notion de 1-cocycle pour obtenir un groupe de cohomologie. 
Le groupe Der,(A, B) 
Soit G un groupe fix&, opkrant sur lui-m6me par conjugaison. 
DCfinition 1.1. Soient (A, 6) un G-module precroise et (I?, p) un G-module 
croise. On note Der,(A, B) l’ensemble des couples (a, g) on 
(i) (Y : A* B est un homomorphisme croise pour l’action de A sur B definie 
par l’action de G via 6, c’est-a-dire, 
Vu, a’ E A, a(aa’) = c-r(a)s’“‘c.u(a’) ; 
(ii) g est un element de G tel que 
Va E A, d4a)) = [g, @all . 
Cela signifie que nous considerons les derivations de G dans A au dessus des 
derivations interieures de G. 
Proposition 1.2. L’ensemble Der,(A, B) est muni d’une structure de G-module 
prfkroise’. 
DCmonstration. Nous allons d’abord montrer que Der,(A, B) est muni d’une 
structure de groupe. Pour cela, etant don& deux elements (a, g) et (p, h) de 
Der,(A, B), nous definissons leur produit par 
(a> d(P, h) = (a *P, gh) 
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oti CY * p est dCfini par 
Vu E A, CY */?(a) = “/3(a)a(a). 
Lemme 1.2.1. Si ((Y, g) et (/?, h) sont des Gments de Der,(A, B), (a *p, gh) 
uppartient 2 Der,(A, B). 
DCmonstration. Montrons que CY * /3 est un homomorphisme croisC de A dans B. 11 
faut montrer que 
Or 
Va, a’ E A, LY * p(aa’) = CY * P(a)‘(“)cx * p(a’) . 
et 
(Y *@(au’) = gp(aa’)a(aa’) = “p(a)““‘“‘p(a’)~(a)“‘a)a(a’) 
(Y * /?(u)‘(“)cr * /3(a’) = g/3(u)cx(a)“‘“‘g~(a’)6’“‘a(a’) . 
Mais puisque (B, p) est un G-module croisk, d’aprks (2) nous awns 
d’oti l’tgaliti cherchke. 
D’autre part, 
done, d’aprks (2) 
~(a *p(a)> = w(P(a))g-‘k44a)) = dk ~(a)lgplk, G41 
= [Lk s(a)1 
d’oh le lemme. 0 
Lemme 1.2.2. Le produit dtfjini ci-dessus munit Der,(A, B) d’une structure de 
groupe. 
DCmonstration. L’associativitk du produit est ividente. On vkrifie aiskment que 
1’ClCment (1, 1) constitut de l’homomorphisme croist trivial qui B tout t3Cment de 
A associe 1’ClCment neutre de B, et de 1’Clkment neutre de G, est 1’Clkment neutre 
pour le produit dCfini ci-dessus. 
Montrons que tout ClCment ((Y, g) de Der,(A, B) a un inverse (p, g-‘) oti /3 
est dCfini par 
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Vu E A, p(a) = g-‘~(u)-’ 
Montrons que p est un homomorphisme croise, 
/qua’) = g-‘a(uu’)-l = g-1(a(u)“(4a(a~))-’ = g-‘6(a)(y(u,)-lg-‘(y(u)-l . 
D’autre part, 
et d’apres (2), on a 
d’ou l’egalid cherchee. 
D’autre part, 
/4NO) = g-‘/-44~)-‘)g = [g-l, s(a)1 > 
et l’eliment (p, 8~‘) appartient h Der,(A, B). On verifie aisement que 
(a7 g>(P, s-7 = (P, g-h s) = (l,l> 
ce qui acheve la demonstration du Lemme 1.2.2. 0 
On definit maintenant une action de G sur Der,(A, B) par 
g(% h) = (P, gh) 
ou p est defini par 
Vu E A, P(u) = ga(g-‘u) 
Un calcul analogue aux precedents montre que (p, g/z) appartient a Der,(A, B). 
Munie de cette action, il est clair que l’application A:Der,(A, B)+ G qui a 
((w, g) associe g est un homomorphisme de groupes qui fait de Der,(A, B) un 
G-module precroise. 
Ceci achive la demonstration de la Proposition 1.2. 0 
Soit f : (B, p) + (C, A) un homomorphisme de G-modules croids; l’application 
F qui associe a (a, g) l’element (fo (Y, g) induit un homomorphisme de G- 
modules precroises de Der,(A, B) dans Der,(A, C). De plus on verifie que 
F((a> g)(P, h)) = F(Q, g)F(P, h). D one si (A, S ) est un G-module precroise fix&, 
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Der,(A,-) est un foncteur de la catigorie des G-modules croisCs dans celle des 
G-modules prCcroisCs. 
Le groupe H’(G, A) 
Soit (A, S) un G-module croisi, et considkrons G comme G-module croisk par 
l’identitk. Nous difinissons sur Der,(G, A) la relation suivante: 
((a, g) - (p, h)) e 3a E A tel que Vx E G, p(x) = U~~CX(X)~U , 
ce qui implique h = S(a)-‘g mod Z(G), oh Z(G) dksigne le centre de G. 
Lemme 1.3. Cette relation est une relation d’&quivalence. 
DCmonstration 11 est clair que cette relation est rkflexive. Si (a, g) - (p, h) par 
a E A, alors (p, h) - ((Y, g) par a-‘. De mgme si (a, g) - (p, h) par a et 
(P,h)-(h,k)par b, alors(a,g)-(h,k)parab. 0 
Lemme 1.4. Si c E Z(G), alors pour tout ((Y, g) et (p, h) de Der,(G, A), on a 
(a1 g> - (a, s9 et (aI d(Py h) -(a, gc)(P, h) 
Dkmonstration. En effet, si c E Z(G), alors g = gc mod Z(G) et ((Y, g) - ((Y, gc) 
par a = 1. Puisque CE Z(G), on a 




P(c)‘P(x) = P(x)“P(c) 
‘P(x) = P(WP(x)“P(c) 
“‘P(x)+) = “(‘P(x))+) = “(P(c)-lP(~)XP(c))w 
= “~(c)~‘“~(x)a(x)cy(x)-‘““~(c)cX(X) 
= gP(c)-lg~(X)+)XgP(c) > 
toujours d’aprks (2). 
De plus, 
G(‘p(c)) = g[h, c]g-’ = 1 et gch = G(g/3(c))-1gh mod Z(G) 
done (a, g)(P, h) -(a, gc)(P, h) par “P(c) E A. I7 
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Remarque. On dCduit immediatement de ce lemme que si g E Z(G) alors 
(a, g) - ((Y, 1). Cette remarque Cvidente sera trks utile dans la suite. 
Proposition 1.5. La relation d’kquivalence d$inie ci-dessus est compatible avec la 
structure de groupe de Der,(G, A). 
Dhmonstration. Supposons que (a, g) et (a ‘, g’) soient kquivalents par a E A, et 
(P,h) et (P’,h’) q C uivalents par b E A. 11 faut montrer que ((-u, g)( p, h) est 
Cquivalent h ((Y’, g’)( p’, h’). Posons c = gba; alors 
d’oti 
6(c)-’ = 6(a)-1g6(b)P1g-1 
G(c)-‘gh = 6(a)-‘g6(b)P1h = g’h’ mod Z(G). 
Comme g’ = G(a)-‘gk avec k E Z(G), d’aprks le Lemme 1.4, ((Y’, g’)(p’, h’) est 
Cquivalent h ((Y’, g”)(p’, h’) oti g” = 6(a)-‘g: il suffit done de prouver que 




c~‘~~(x)(Y(x)~c = a~‘gb~lgp(x)LY(x)xgbxa 
= a~‘gb-1aa-1g/3(x)aaP’a(x)xgb”a 
et d’aprks (2) 
c-18~(x)(y(x)xc = G(a)~‘8b-1S(a)-‘8~(X)a-*~(x)*8bxa 
11 suffit done de montrer que 
Or, 
6(a)m1gxbap1Ly(‘) = a-‘a(X)“gb . 
am’a(x)“gb = [a-la(x), “gb]“gba-la(x) = a~‘cz(x)xgb~(x)-laa~‘(y(X) 
et comme d’aprks (2) et la DCfinition 1 .l on a 
a~la(x)“gba(x)-‘a = 6(a)-%, &b = %-%b 9 
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on a l’igalitk voulue, ce qui achkve la dkmonstration de la Proposition 1.5. 0 
Nous considkrons done maintenant le groupe quotient Der,(G, A) /- de 
Der,(G, A) par cette relation d’kquivalence. 
Exemple. Si (A, 6) = (G, id,), alors Der,(G, G)/ - = 1. En effet, pour tout 
ClCment (a, g) on a Vx E G, a(x) = [g, x], et la translation h gauche dans G &ant 
un isomorphisme, deux iltments quelconques (a, g) et (p, h) sont Cquivalents. 
Proposition 1.6. Soit A UFZ Z[G]-module, on suppose A muni de la structure de 
G-module croise’ d&rite en 1’Exemple 0.7(2). Alors le groupe Der,(G, A) I - est 
isomorphe au groupe H’(G, A). 
DCmonstration. Soit ((Y, g) un iliment de Der,(G, A). D’aprks la structure de 
G-module croisi de A, pour tout x de G, on a [g, x] = 1 et par conskquent g E 
Z(G). Done d’aprks la remarque suivant le Lemme 1.4, (CI, g) est Cquivalent i 
((Y, 1). D’autre part, la relation de cohomologie entre deux 1-cocycles de G dans 
A s’identifie g la relation d’kquivalence difinie sur Der,(G, A) pour sa partie 
portant sur les homomorphismes croisks. L’identification des deux groupes 
H’(G, A) et Der,(G, A) / - est obtenue par l’homomorphisme induit par 
Z’(G, A)+Der,(G, A), (“+(a,l). 0 
Cette proposition nous am&e h poser la dkfinition suivante: 
DCfinition 1.7. Pour tout G-module crois6 (A, S), le groupe Der,(G, A) / - sera 
not& H’(G, A) et sera appelt le premier groupe de cohomologie de G ?I 
coefficients dans le G-module croisC (A, 6). 
On vkrifie aiskment que la fonctorialitk de Der,(G, -) passe au quotient par la 
relation d’kquivalence, et par conskquent un homomorphisme de G-modules 
croisks f: (A, S)-+ (B, p) induit un homomorphisme de groupes de 
H’(G, A)+ H’(G, B) difini par classe ((Y, g)+classe (fo(~, g). 
On peut donner une autre prksentation du groupe H’( G, A). Soit (A, 6) un 
G-module croisk: l’action de G sur A induit une action du groupe Der,(G, A) sur 
A, pkisiment 
Pour tout a E A, on note CY, l’application de G dans A difinie par 
Vx E G, a,(x) = axam 
et on note y l’application qui i a E A associe ((Y,, 8(a)). 
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Proposition 1.8. L’application y est un homomorphisme de groupes de A dans 
Der,(G, A) et pour l’action de Der,(G, A) SW A dkfinie ci-dessus, (A, y) est un 
Der,( G, A) module croise’. 
Dkmonstration. On verifie aisement que LY, est un homomorphisme croise de G 
dans A et que ((Y,, 8(a)) appartient a Der,(G, A). L’application y est un 
homomorphisme de groupes. En effet, soient a, b E A, 
dab) = (sb y a( 
avec Vx E G, Q(X) = ab*b-‘“a-’ , 
y(aMb) = (%? Whb, 6(b)) = (aa * ab 3 WWd) 
avec Vx E G, LY, * ah(x) = “‘“‘ab(x)cx,(x) 
= aba-‘a”b-‘a-‘“a-’ = abXb-‘*a-’ 
Montrons que l’homomorphisme de groupes y satisfait les conditions (1) et (2). 
Soient (p, g) un Clement de Der,( G, A) et a, b des elements de A, on a 
Y( (p*g)a) = y(“a) = ((Ye,, 6(ga)) = (ago, gS(a)s-‘) , 
(P, s>r(a>(h C’ = (P * ay, * CL, @Wg?) 
avec VXE G, p(x)= "m'p(x)-'. 
p * (Y, * p(x) = s~‘“‘g~‘~(x)~lg~,(x)~(x) = S’ga) (x)~lgagxa-‘Ip(x) 
= ga/?(x)-l”a-lga~(x)~(x)-lgxa-l~(x) 
= gap(x)~lga~lgap(x)‘ga-l = gaXga-l , 
ce qui prouve que la condition (1) est verifiee. Pour la condition (2) on voit 
aisement que 
Y(d), = (~,.S(a))b = +)b = aba-l ,, 
D’apres la Proposition 0.3, l’image de y est un sous-groupe normal de 
Der,(G, A) et il est facile de constater que H’(G, A) est un quotient du groupe 
Der,(G, A)IIm( y). De plus, en posant, comme il est d’usage H’(G, A) = A” le 
sous-groupe de A constitut des elements invariants sous l’action de G, on 
constate que H”(G, A) = Ker( y). 
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Une suite exacte de cohomologie 
Considerons une suite exacte de G-modules croises 
l+(A,$(B, /_&(C, A)+l. 
Rappelons (Proposition 0.5) que ceci implique que 6 est l’homomorphisme trivial 
et que le groupe A est abelien; de plus f(A) est contenu dans Ker( p), et f &ant 
injective, d’apres la Proposition 0.3 A est central dans B. 
ThCorkme 1.9. Soit 
l+(A, l)s(B, &(C, A)+1 
une suite exacte de G-modules croises. La suite de groupes ci-dessous est exacte 
l+H’(G, A)%H’(G, B)zH’(G, C)sH’(G, A) 
zH’(G, B)zH’(G, C):H’(G, A) 
02 A est un homomorphisme croise pour l’action de H’(G, C) sur H2(G, A) 
induite par l’action de G sur A, les autres applications &ant des homomorphismes 
de groupes . 
DCmonstration. Le groupe A etant abelien et central dans B, le groupe H’(G, A) 
est le groupe classique de cohomologie et l’exactitude de la suite 
l_, H’(G, A)+ H’(G, B)-t H’(G, C)+ H’(G, A) 
est bien connue [lo, 191. 
Exactitude en H’( G, A). Rappelons que l’homomorphisme d est defini de la 
man&e suivante [18, p. 1321: 
Soit c E H’(G, C). Choisissons b E B tel que g(b) = c. Alors pour tout s E G, 
on a “b = b (mod A). On definit l’application cy : G+ A par a(s) = b-lSb et on 
montre que (Y est un 1-cocycle dont la classe dans H’(G, A) est independante du 
choix de b. On pose J(c) = classe(a, 1). 
Im(6’) C Ker(f’). Soit c E H’(G, C). Alors f’o J(c) = classe(f0 a, l), oti CY est 
dicrit ci-dessus. D’apres la definition de (Y, l’element (fo (Y, 1) de Der,(G, B) est 
equivalent a (1, l), ce qui prouve que Im(J ) est contenu dans Ker( f ‘). 
Ker(f’) C Im(a). Soit ( (Y, 1) le representant d’une classe appartenant au noyau 
de f’, c’est-h-dire que (fo (Y, 1) est equivalent a (1, 1) dans Der,(G, B). 11 existe 
b E B tel que 
vx E G, fo a(x) = b-lXb . 
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Considerons c = g(b): comme 
g(b-‘“b) = ,ofo a(x) = 1 , 
C -1xc = 1 
et c E H”(G, C), ce qui singifie que (a, 1) appartient a l’image de d. 
Exactitude en H’(G, B). 
Im(f’) C Ker(g’). Soit (a, 1) un Clement de Der,(G, A) representant sa 
classe dans H1(G, A). Alors glofl(cr, 1) = (gofoa, 1) = (1, l), ce qui prouve 
que Im(f’) est contenu dans Ker(g’). 
Ker( g’) C Im( f’). Soit (p, h) un element de Der,(G, B) representant sa 
classe appartenant a Ker( g’), c’est-a-dire que (go p, h) est equivalent h (1, 1). 11 
existe c E C tel que c-‘g( /3(x))“c = 1. Soit b E B tel que g(b) = c: on a 
g(b)- ‘g( P(x))“g(b) = 1 
et done b-‘p(x)“b E Ker( g) = Im( f). En identifiant A et f(A), on pose pour tout 
x de G, (Y(X) = bP1p(x)“b t e LY est un homomorphisme croise de G dans A. Par 
hypothese, 
h(c)-‘h E Z(G) , done (cy, h(c))‘h) E Der,(G, A) 
et (/3, h) est equivalent a (f 0 LY, A(c))‘h) done (p, h) E Im(f’) . 
Exactitude en H’(G, C). Nous allons d’abord definir A et montrer que c’est un 
homomorphisme croise. Pour cela nous devons preciser l’action de H’( G, C) sur 
le groupe H*(G, A). 
Lemme 1.9.1. L’action du groupe G sur le groupe A induit une action du groupe 
H’(G, C) sur Ze groupe H*(G, A). 
DCmonstration. Rappelons qu’un 2-cocycle de G dans A est une application 
k:GxG-+A 
verifiant 
Vh, x, y E G, ‘X(x, y) = k(hx, y)W, x)k(k XY)-’ . 
Soient k un 2-cocycle de G dans A et h E G. Dire que hk est un 2-cocycle est 
equivalent a 
Vu, x, y E G, “(hk(x, y)) = hk(ux, y)hk(u, x)hk(u, xy)-’ 
= ‘(k(q y)k(u, Mu, N’) 
= ‘Wx, Y) , 
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c’est-h-dire que k est invariant par l’action de [h-l, L’] pour tout u de G. 
Soient (LX, h) un element de Der,(G, C) et k un 2-cocycle de G dans A 
representant leurs classes de cohomologie. Montrons que hk est un 2-cocycle. En 
effet, pour tout x de G soit /3(x) un relevement CL(X) dans B. Alors 
Par consequent, pour tout U, X, y de G, si on considere l’element ‘hm’+lk(x, y) 
comme element de B par l’injection f, on a 
et puisque B est un G-module croise, 
‘h-‘+lk(x, y) = hm’p(u)-‘k(x, y)h-lp(u). 
Mais comme A est central dans B, on en deduit que ‘hm’Xulk(x, y) = k(x, y), et hk 
est un 2-cocycle. 
11 est evident que la classe de hk dans H*(G, A) n’est pas modifiee si on 
remplace k par un 2-cocycle cohomologue. Montrons qu’il en est de meme si on 
remplace (a, h) par un element equivalent dans Der,(G, C). Soit (/3, p) un tel 
element: il existe c E C tel que p = A(c)-‘h mod Z(G). 11 est bien connu que 
Z(G) opere trivialement sur H2(G, A), on peut done supposer que p s’ecrit 
h(c))‘h. Soit k un 2-cocycle de G dans A. Alors 
*@-lhk(x, y) = P@)(hk(x, y)) 
oti b est un relevement dans B de cm’. D’ou 
h(c)-‘hk(X, y) = b(hk(x, y))b-’ 
et comme A est central dans B, 
h(c)-lhk(x, y) = hk(x, y) . 
Nous definissons done l’action de H’(G, C) sur H2(G, A) de la facon suivante: 
soient (CX, h) E Der,(G, C) et k un 2-cocycle de G dans A representant leurs 
classes de cohomologie, (a, h) opere sur k par k-t hk dont on prend la classe 
dans H2(G, A). 0 
Lemme 1.9.2. I1 existe un homomorphisme croise’ pour l’action d+nie ci-dessus 
A: H’(G, C)-+ H*(G, A) 
teZque Ker(A) = Im( g’). 
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Dkmonstration. Soit (CX, h) un element de Der,(G, C) representant sa classe dans 
H’(G, C). Pour tout x de G, soit p(x) un relevement dans B de a(x). 11 est bien 
connu [18] que 
4% Y> = PwP(YM(v-' 
est un 2-cocycle de G dans A dont la classe dans H’(G, A) est independante du 
choix de ((Y, h) et du relevement p. On pose alors 
A(classe(a, h)) = classe de a . 
Montrons que A est un homomorphisme croise. Soient ((Y, h) et (y, p) deux 
elements de Der,(G, C); on sait que le produit de leurs classes dans H’(G, C) 
est la classe de (hya, hp). Soit pour tout x de G, p(x) (resp. p(x)) un relevement 
dans B de (Y(X) (resp. y(x)). Alors “p(x)p(x) est un relevement dans B de 
hy(x)cz(x) et on a 
A(a, h) = classe(p(x)“P(y)P(xy)-‘) 
4~~ P> = classe(p(x)“p(y)p(xy)-‘) 




= “P(X) ‘“~“‘““P(Y)P(x)“P(Y)P(~Y)-‘hP(~Y)-’ 
= “P(x)““P(Y)P(x>“P(Y)P(xY)-‘hP(xY)~l 
et comme A est central dans B, cette derniere expression est &gale a 
A((a, h)(r, p)) = hA(r, ~)&a, h) = Ata, h)(“2h~(y, PI 7 
ce qui prouve que A est un homomorphisme croise. 
Le fait que Ker(A) = Im( g’) se demontre comme dans [18]. 0 
Ceci acheve la demonstration du Theo&me 1.9. 0 
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2. Le produit tensoriel 
Nous avons montrk au Chapitre 1 que si (A, S) est un G-module pricroisi, 
Der,(A, -) est un foncteur de la catbgorie des G-modules croisis dans celle des 
G-modules prCcroisCs. Nous allons montrer que ce foncteur admet un adjoint g 
gauche qui est le produit tensoriel. 
Pour cela, nous allons gCnCraliser la notion de produit tensoriel de groupes non 
abkliens dkfinie par Brown et Loday [3,4]. 
Soient (A, S) et (B, p) deux G-modules prCcroisCs. On supposera dans toute la 
suite que les groupes A et B opkrent l’un sur l’autre par l’action de G via les 
homomorphismes S et p ; prkcisement, 
Vu, a’ E A, Vb, b’ E B, ‘a’ = ‘@)ar, “b = 6(a)b , 
ba = r@la, $1 = db)br . 
En particulier, l’action de A (resp. B) sur lui-mcme n’est la conjugaison que si 
(a, S) (resp. (B, p)) est un module croisk. 
Remarque. Pour allCger les notations, lorsque cela n’entrainera pas de confusion, 
nous ne mentionnerons pas les homomorphismes dans les actions. 
DCfinition 2.1. Soient (A, 8) et (B, p) deux G-modules prkcroisks. Le produit 
tensoriel des groupes A et B munis des actions dbfinies ci-dessus, est le groupe 
not6 A C3 B, engendrk par les ClCments a @ b soumis aux relations 
(T1) aa’@b = s(Y)(af @I b)(a @ b) , 
WI a@bb’=(a@b)p(b)(a@b’) 
oti “(a 63 b) = ga C3 gb avec a, a’ E A, b, b’ E B, g E G. 
Remarque 2.2. Les actions de A et B dkfinies par l’action de G via les homomor- 
phismes 6 et p satisfont la condition de compatibilitC suivante: 
(Cl (ob)a, = aba-' , a et (*a’b’ = bab-‘br 
oti a, a’ E A, b, b’ E B, aba-‘, bab-’ E A * B, produit libre de A et B. En effet, 
et de meme pour (*‘)b’. 
Inversement, soient deux groupes A et B opkrant l’un sur l’autre d’une part, et 
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sur eux-mcmes par conjugaison d’autre part, ces operations verifiant la relation de 
compatibilite (C) ci-dessus. Notons N le sous groupe normal de A * B engendri 
par les elements (“b)ab-‘a-’ et (ha)ba-‘b-l. Soit G le groupe quotient A * B/N: 
en posant S:A-+A*B+G et p.:B-+A*B+G les compositions des 
homomorphismes canoniques, on verifie facilement que (A, 6 ) et (B, p) sont des 
G-modules croises. Le produit tensoriel defini ci-dessus coincide alors avec celui 
defini par Brown et Loday [3,4]. 
Proposition 2.3. Dam le groupe A @ B les relations suivantes sont v&ij%es: 
l@b=a@l=l; (3) 
(a@b)-l=“(a-‘~b)=b(acw’); (4) 
(a @ b)(a’ @ b’)(a @I b)_’ = ‘s(a), “(b)‘(u’ @ 6’) . (5) 
Dbmonstration. En effet, en appliquant (Tl) et (T2), on a 
l@b = (l@b)(l@b) et a81 = (a@l)(a@l) 
d’ou (3). On en deduit que 
et 
1 = au-’ 8 b = “(a-’ @ b)(a @ b) 
d’ou (4). Calculons au’ @I bb’ en appliquant d’abord (Tl) puis (T2) d’une part, et 
d’abord (T2) et ensuite (Tl) d’autre part. 
On a done 
ab(ur CZQ b’)(a @ b) = (a @ b)ba(u’ (8 b’) , 
Cette egalite &ant vraie pour tout a, u’, b, b’, posons 
a’ =a -‘b-‘a,, et b’ = a-‘+,,, . 
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L’CgalitC pricedente devient 
aba-lb-‘(u% b”) = (a @ b)(a”@ b”)(a 63 b)-’ 
ce qui, compte tenu de le definition des operations, s’ecrit 
Remarque. Si on suppose que (A, S) et (B, p) sont des G-modules croises, 
d’apres la Remarque 2.2 toutes les relations demontrees dans [3,4] sont Cgale- 
ment verifiees ici. 
Exemples (Aboughazi [l], Brown et Loday [4]). (1) Si les groupes A et B operent 
trivialement l’un sur l’autre, A @ B = Aab gz Bab. 
(2) L’extension 
est centrale, et si G est parfait c’est l’extension centrale universelle; auquel cas on 
a, 
(3) Si D, est le groupe diedral engendre par x et y soumis aux relations 
X*=ym= xyxy = 1, alors 
D, @I D, = Z/2Z~Zl2Z@Z/2Z~ZlmZ si m est pair, 
D, @ D, = Zl27C3ZlmZ si m est impair . 
(4) Si H est le groupe d’Heisenberg engendre par X, y, z soumis aux relations 
]x, yl= 2-t [z, x] = [z, y] = 1, on a H@ H = 2’. 
Proposition 2.4. Si (A, S) et (B, p) sont deux G-modules prkroisb, l’upplicution 
h : A 69 B -+ G qui 2 a @ b ussocie [S(u), p(b)] est un homomorphisme de groupes 
et (A C3 B, A) est un G-module croise’. 
DCmonstration. 11 est clair que A est un homomorphisme de groupes, puisque le 
commutateur de deux elements verifie les relations (Tl) et (TZ). D’autre part, 
Ng(a@b)) = [Stga>, i4Yb)l = MWg-‘, wu(b)g-‘I 
= g[S(u), p(b)]g-’ = gh(aC3 b)g-’ . 
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De m2me 
On verifie facilement que si (A, S ), (B, p), (C, 7) sont des G-modules 
precroises et si f : (B, p)+ (C, y ) est un homomorphisme de G-modules pre- 
croids, l’application dtfinie par 
induit un homomorphisme de G-modules croisis 
(A @ B, [6(-l, PC-_)I)+ (A @ C, [a(-), d-)1) 
compatible avec la composition des homomorphismes. Par consequent, pour un 
G-‘module precroise (A, S ), A 63 - (resp. - 63 A) est un foncteur de la categoric 
des G-modules precroists dans celle des G-modules croises. 
Nous allons montrer que ce foncteur est I’adjoint a gauche du foncteur 
Der,(A,-). 
ThCorkme 2.5. Soient (A, S) et (B, p) deux G-modules prkcroisks et (C, y) un 
G-module croise’. I1 existe une correspondance biunivoque entre les ensembles 
Horn MPc(GJ(AT Der,(B, C)) et Hom,c&A @ By C). 
DCmonstration. Rappelons que la structure de G-module precroise de 
Der,(B, C) est donnee par l’homomorphisme 
n:Der,(B, C)+ G 
qui a (a, g) associe g E G. 
Soit q E Horn,,,(,) (A,Der,(B, C)). Alors q(a) = ((Y,, g) oti (Y, est un 
homomorphisme croise de B dans C, et, puisque n 0 cp = 6, on a done necessaire- 
ment g = s(a). 
Lemme 2.5.1. L’application @ : A 63 B+ C d$inie par 
@(a ‘8 b) = a,,(b) 
est un homomorphisme de G-modules crois.&s. 
DCmonstration. Montrons d’abord que @ est equivariante. 
@(“(a @ b)) = a,jW ’ 
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Mais agyg, est l’homomorphisme croise defini par 
cp(“a) = “q(a) = g(a,, 6(a)> . 
Done d’apres la definition de l’action de G sur Der,(B, C), 
ag,(gb) = %,pb) = %x,(b). 
Done 
@(“(a @ 6)) = %x,(b) = “@(a @ b) 
Montrons que @ est un homomorphisme de groupes, et pour cela prouvons 
qu’il satisfait les relations (Tl) et (T2). 
@(a 63 bb’) = cY,(bb’) = a,(b)ba,(b’) = qu @ b)“@(u @I 6’) 




cp(aa’) = cp(a)q(a’) = (a,, 6(Q))(Q 2 qa’>> . 
a,,,(b) = S(a)cx,,(b)a,(b) 
@(aa’ @ b) = ‘@(a @ b)@(u @ b) . 
De plus, 
~(@(a @ b)) = y(a,(b)) = [a(a), E.L(b)l = A(” @ b) . q 
Soit (T appartenant 6 Horn MC(Gj(A@ B, C). On definit une application sur A 
Par 
avec aa : B + C definie par q(b) = (T(U El b) . 
Lemme 2.5.2. L’upplication 2 est un homomorphisme de G-modules prtkroisb de 
A duns Der,(B, C). 
Dhmonstration. Montrons que pour tout a E A, Z(u) appartient a Der,(B, C). 
En effet (Y, est un homomorphisme croise, 
cu,(bb’) = c(u @ bb’) = v(u 63 b)bc(u E3 b’) = ly,(b)bcxa(br) , 
da,(b)) = r(da @b)) = h(a @ b) = [%a), /-@)I . 
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Montrons que 2 est un homomorphisme de groupes: 
D’ou 
a4 = (qd, s(a)qa’>> , 
cu,,s(b) = cr(aa’@ b) = a~(u’@ b)cr(a@ b) = S’“‘cr,s(b)cr,(b) . 
X(aa’) = ((Y,, 6(U))($, 8(u’)) = Z(a)Z(a’) . 0 
Les homomorphismes cp + @ et u+ .X sont inverses l’un de l’autre, ce qui 
acheve la demonstration du Theoreme 2.5. q 
Remarque. Les resultats de ce chapitre generalisent ceux de [13], Ctablis dans le 
cas particulier oii (B, /J) est le G-module croise (G, id,). 
3. Homologie des modules croisCs 
Dans tout ce chapitre (A, S) est un G-module croise et on considere G comme 
G-module croid par id,. Comme preddemment, nous considerons l’action de A 
sur G via 6. Nous allons, a partir du produit tensoriel G 69 A, definir deux 
groupes d’homologie H,(G, A) et H, (G, A). Nous montrerons que ces groupes 
s’inscrivent dans des suites exactes d’homologie. 
Proposition 3.1. L’upplicution cp qui C? g 8 a ussocie gau-l pour g E G et a E A, 
induit un homomorphisme de groupes 
dont l’imuge est un sous groupe normal de A 
Dkmonstration. Montrons que l’application cp verifie les relations (Tl) et (T2) de 
la Definition 2.1: 
cp(gg’@u) = =‘au-’ = yg’uu-l)guu-l = gp(g’@u)cp(g@u); 
cp( g@ au’) = yuu’)(uu’)-’ = %a-‘u%‘u~‘ua’-‘a-’ . 
Or, d’apres la Remarque 2.2, nous avons 
g r -1 _ agu, = aga-’ a uuu - ( a’) = (yauJ) 
done 
cp(g@uu’)=%u +ag)(au’)(au’)-l = cp(g@u)cp(“(g@u’)) ) 
ce qui prouve que cp est un homomorphisme de groupes. Nous allons montrer que 
p est un homomorphisme de G-modules croids. En effet, cp est G-Cquivariant: 
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cp(“( g@ a)) = h@+(ha)w = “(“aa_‘) . 
De plus 
6((p(g@a)) = s(“a)s(a-‘) = g@a)g_‘S(a)y’ = [g, S(a)]. 
Par consequent, d’apres la Proposition 0.4 (G 8 A, cp) est un A-module croise et 
d’apres la Proposition 0.3 l’image de cp est un sous-groupe normal de A. 0 
Proposition 3.2. Soit A un Z[ G]-module que now considkrons muni de la structure 
de G-module croise’ (A, l), et soit I l’idkal d’augmentation de 
A=Z[G]+Z. 
Les groupes 
G@A et i@,,A 
sont isomorphes. 
DCmonstration. Remarquons d’abord que sous ces hypotheses, le groupe G @ A 
est abelien: en effet, puisque les G-modules croises consider& sont (G, id,) et 
(A, l), la relation (5) s’ecrit 
Vg,g’EG,Va,a’EA, (g@a)(g’@aal)(g@a)-‘=(g’@a’). 
En continuant a noter multiplicativement le groupe A, dans G 8 A la relation 
(T2) devient 
g@aa’= (g@u)(g@a’). 
L’application @:G@A+Z@‘,A definie par @(g@u)=(g-l)@a est un 
homomorphisme de groupes: 
@(g@aa’)=(g-l)@au’=((g-l)@u)+((g-l)@a’) 
= @(g@a) + @(g@a’). 
D’autre part, 
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L’application r : Z Bn A + G 63 A definie par 
T(~Fb(g-I)~a)=n(g~~), 
06 .sg = 0 ou 1 est presque partout nul, le produit etant pris sur g E G, est un 
homomorphisme de groupes: 
+ cp(g-I)@nn’) =~(g&~aa’)“~. 
Mais, comme G (8 A est abelien, 
n(g@aa’)‘g =n (g@Cz)“~n(g@~r)~~ 
=r(c Fg(g-l)@a)@ F,(g-Wa’). 
r(c. (“&, + qg)( g - 1) @ a) = n (g @ a)(E8+7,) 
=n(g&2)“~n(g&2)~~ 
=r(Cf,(g-l)~a)r(C?,(g-l)~aj. 
11 faut egalement verifier que, pour tout h de G, les elements (c E~( g - 1)h @ a) 
et (C E~( g - 1) @ “a) ont meme image par T. 




= n ((gh@Ja)(h@u)-‘)-“~. 
Mais dam G 8 A, on a 
(ghc3u)(h@u)-’ =(gh&2)h(h-‘@u) 
=y(gh@u)(h-‘@a)) 
= h(h-lgh@a) = gcvha . 
D’ou 
On verifie aisement que les homomorphismes @ et r sont inverses l’un de 
l’autre. 0 
Corollaire 3.3. Si A est un Z[G]-module, on a les isomorphismes suivunts: 
H,,(G, A) = coker(cp) et H,(G, A) = Ker(rp) . 
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DCmonstration. 11 suffit de considhrer le diagramme commutatif suivant: 
l-+Ker(cp)+ G@A-+ A+coker(cp)+ 1 
I I 
@ id,_, 
l+H,(G, A)+Z@, A+A+H,(G, A)+1 
dont l’exactitude de la suite du bas est bien connue, et celle du haut est donnke 
par la Proposition 3.1. Cl 
Ceci nous am&e B poser la dCfinition suivante: 
DCfinition 3.4. Soit (A, 6) un G-module croisk et 
l’homomorphisme dCfini i la Proposition 3.1. On pose, 
H,(G, A) = coker(cp) et H,(G, A) = Ker(cp) 
et on appelle ces groupes, groupes d’homologie de G ti coefficients dans le 
G-module croisC (A, 6 ) . 
Exemples. (1) 11 est clair que pour tout groupe G, H,(G, G) = Gab. 
(2) Pour tout groupe G on a H,(G, G) = T~(SK(G, 1)) et si G est parfait, 
H,(G, G) = H,(G, z) t3,41. 
(3) D’apris les exemples de produits tensoriels don& au Chapitre 2, on voit 
que 
H (u(i) si Dnz 
est le groupe diCdra1, H,(D,, D,) = Z/22 si m est impair et 
m, D,) = Z/22~Z/22~Z/22~Zl22 si m est pair. 
’ (ii) si H t 1 g es e roupe d’Heisenberg, H,(H, H) = Z4. 
Remarque. Comme (G @J A, cp) est un A-module croisi, d’apris la Proposition 
0.3, le groupe H,(G, A) est central dans G@ A, done abClien. 
ThCorkme 3.5. Soit 
1* (A, 1)-f, (B, /..@ (C, A)+ 1 
une suite exacte de G-modules croisks. II existe un homomorphisme bord 
d: H,(G, C)+ H,,(G, A) 
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tel que la suite de groupes ci-dessous soit exacte, 
H,(G, A)+ H,(G, B)+ N,(G, C)-,(G, A) 
+ H,)(G, B)+ H,(G, C)+ 1. 
Dtmonstration. Nous allons d’abord demontrer que le produit tensoriel est un 
foncteur exact a droite, c’est-a-dire que la suite de groupes 
est exacte. 
GBA idc@ii)GaB %@‘P 
-G@C+l 
La surjectivite de id, @p est Cvidente. La relation 
(g@ b)( g’ @ i(a))( g @ b)-’ = ‘8~’ PL(b)‘( g’ 63 i(a)) 
entraine que l’image de id, @ i est un sous-groupe normal de G @ B puisque i est 
G-equivariant. Montrons maintenant que l’homomorphisme 
p’:G@ B/Im(id,@i)+ G@C 
induit par id, @ p est un isomorphisme. Soient c E C et b un relevement de c 
dans B. Alors, l’application qui a g @ c associe g 8 b induit un homomorphisme 
p”: G 63 C-+ G @ BIIm(id, @ i) . 
En effet, soit b’ = hi(a) un autre relevement de c: on a dans G @ B 
dont l’image dans G @ BIIm(id, @ i) est la meme que celle de g @I b. On verifie 
aisement que cette application satisfait les relations (Tl) et (T2). 11 est clair que 
les homomorphismes p’ et p” sont inverses l’un de l’autre. La suite exacte du 
Theoreme 3.5 provient alors du ‘lemme du serpent’ applique au diagramme 
commutatif 
l+A---+B-C-l 0 
4. K-ThCorie algkbrique des anneaux locaux non commutatifs 
Rappelons que Ctant donne un anneau A, une definition du groupe K,(A) est 
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dormee par K,(A) = H,(E(A), Z) oti E(A) est le groupe des matrices elemen- 
taires a coefficients dans A. 
Considirons le groupe Sym(A) engendre par les elements {u, u}, U, u E A* 
groupe des elements inversibles de A, soumis aux relations 
(SO) {u,l-u}=l,u#l,u,l-uEA*; 
W) {UU’, U} = {u, u}{u’, u} ; 
c32) {cl, vu’} = {u, u}{u, u’} . 
D’apres un theoreme du a Matsumoto, on sait que si A = F est un corps 
commutatif, les deux groupes K,(F) et Sym(F) sont isomorphes [15,16]. Nous 
allons montrer que dans le cas d’un corps non commutatif ou d’un anneau local 
non commutatif, les deux groupes K,(A) et Sym(A) sont relies par une suite 
exacte d’homologie. 
Soit A un anneau local non commutatif tel que AIRad # F,. En suivant 
[ 11, 171 on considere le groupe U(A) engendre par les elements ( U,U ) , CL, u E A*, 
soumis aux relations 
W) (u, 1 - U) = 1, u f 1, U, 1 - u E A*, 
WI (uu, w) = “(u, W)(k w) 7 
(W (u, uw)(u, wu)(w, uu) = 1) 
avec “(u, w) = ( wuml, UWU-‘) . 
On sait qu’on a alors la suite exacte [ll, 171 
l-, K,(A)* U(A)+[A*, A*]+ 1. 
Cette suite est une suite exacte de A*-modules croises. Le groupe A* operant sur 
U(A) comme indique ci-dessus, l’homomorphisme p : U(A)+ A* defini par 
fait de (U(A), p) un A* -module croise. De m2me A * operant sur [A*, A*] par 
conjugaison, l’inclusion i de [A*, A*] dans A* fait de ([A*, A*], i) un A*- 
module croise. 
Lemme 4.1. Le groupe A* opire trivialement sur le groupe K,(A). 
Dhmonstration. Remarquons d’abord que dans le groupe U(A) les relations 
suivantes sont verifiees [ll, 171: 
‘(4 u> = (a, [u, ul>(u, u>; 
(u, u)(u’, u’) =‘“,“‘(ur, u’)(u, u) ; 
(u, 1) = (1, u) = 1 . 
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Soit n( ui, uj) un Clement de K,(A), c’est 
&, ui] = 1. Al ors, pour tout aE A*, le 
appartenant a I, on a 
a dire un Clement de U(A) tel que 
produit suivant &ant pris pour i 
On verifie facilement que l’inclusion &(A)+ U(A) et que l’homomorphisme 
U(A)+ ]A*, A*1 q ui a (u, u) associe [u, u] sont A*-Cquivariants, et qu’on a une 
suite exacte de A*-modules croises 
1+ (K,(A), I)* (VA), P)+ (]A*, A*], i>* 1 . 
D’apres le Theoreme 3.5, on a done la suite exacte de groupes 
H,(A*> &(A))+ &(A*, U(A))+ H,(A*, [A*, A*]) 
+ H&4*, K,(A))+ &(A*, U(A))* &(A*, [A*, A*])+ 1 . 
Nous allons expliciter certains groupes de cette suite. Les groupes A* et K,(A) 
operant l’un sur l’autre trivialement, l’homomorphisme 
A* @ K,(A)+ K,(A) 
qui a a @x associe a~~-1 est trivial, d’oti 
%(A*, Z&(A)) = &(A) 
et 
H,(A*, K,(A)) = A* @ K,(A) = (A*)“b & K,(A) . 
D’autre part, Ho(A*, [A*, A*]) = [A*, A*]l[A*, [A*, A*]] est le deuxieme 
terme de la suite centrale descendante de A*. 
Notons {u, u} la classe dans f&(A*, U(A)) de l’eliment (u, u) de U(A). Les 
relations (UO)-(U2) impliquent que l’element {u, u} satisfait les relations 
{u, 1 - u} = 1) u#l, u,l-uEA*, 
{uu’, u) = {u, u>{u’, u> , 
{u, uw}{u, wu}{w, uu} = 1) 
et un calcul standard [5, 111 montre que ces relations sont equivalentes a 
(SO)-(S2). On en deduit done que le groupe H&A*, U(A)) s’identifie au groupe 
Sym(A). 
D’oti le resultat suivant: 
ThCorkme 4.2, Soit A un anneau local non commututif tel que AIRad Z F,. La 
suite de groupes ci-dessous est exacte, 
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(A*)“bC3z K,(A)+H,(A*, U(A))+ H,(A*, [A*, A*])+ K,(A) 
+Sym(A)+[A*, A*]I[A*, [A*, A*]]+1 0 
Remarques. (i) Cette suite exacte generalise et precise la suite exacte analogue de 
[2, Corollary 1.31, 
etablie pour un corps non commutatif D tel que [D*, D*] soit parfait. 
(ii) Soit D est un corps non commutatif. 11 est facile de voir que pour u E D*, 
l’element u @ 1 - u appartient au centre de D * C3 D*. Des calculs classiques sur 
les relations [S, 11,171 montrent que le groupe U(D) est isomorphe au groupe 
D* @ D* l(u @ 1 - u), ou (U @ 1 - u) est le sous-groupe engendre par les elements 
u ‘8 1 - CL, u E D*. Par consequent, le groupe K,(D) est isomorphe au groupe 
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